
 

 1

2008 新东方考研数学串讲 
线性代数 

 

 

 

 

 

欢迎使用新东方在线电子教材 
 
 
 

什么是串讲: 串讲就是总复习.在系统复习和做了大量练习的基础上,对全课程内容和方

法来个整理和总结. 

串讲的特点: 

(1)全局性的,宏观上的.定理,命题,性质等不讲证明等细节, 看作用和应用. 

(2)突出要点,重点,考点,不求全面. 

(3)突出纵向联系,不顾及先后顺序. 

 

第一部分(基础篇)  矩阵 
 

本部分是全课程的基础,特别是计算的基础. 

本部分概念多而且杂,因此考点多而碎. 

关键性概念:矩阵的初等变换,矩阵的乘法,可逆矩阵. 

 

一. 初等变换和初等变换法 
1. 矩阵初等变换的应用 

矩阵的初等变换应用在两个方面: 

(1) 线性方程组的解的情况讨论和求解. 

对增广矩阵作初等行变换反映了方程组的同解变换. 

(2) 计算矩阵和向量组的秩. 

初等行变换和初等列变换都保持矩阵的秩. 

在(1)中,只可用行变换,决不可用列变换.在(2)中两类变换都可以用,表示可交替使用. 

每一种应用都要用到一种基本运算:用初等(行)变换把一个矩阵化为阶梯形矩阵或简单阶

梯形矩阵. 

每个矩阵都可用初等行变换化为阶梯形矩阵, 每个阶梯形矩阵都可用初等行变换化为简单

阶梯形矩阵. 

可逆矩阵可以用初等行变换化为单位矩阵. 

2. 初等变换法 

( 1)求方程组的唯一解:例如当 A 是可逆矩阵时,克莱姆法则说 AX=β有唯一解,求解的初等

变换法:对增广矩阵(A|β)作初等行变换,使得 A 变为单位矩阵: 

      (A|β)→(E|η), 
则η就是解. 

(2) 两种基本矩阵方程: 

(I) AX=B.        (II) XA=B. 
这里假定 A 是行列式不为 0 的 n 阶矩阵,在此条件下,这两个方程的解都是存在并且唯一的. 



 

(I) AX=B是线性方程组的推广,求解方法:将A和B并列作矩阵(A|B),对它作初等行变换,使

得A变为单位矩阵,此时B变为解X. 
   (A|B)→(E|X) 
(II)的解法:对两边转置化为(I)的形式:ATXT

=BT
.再用解(I)的方法求出XT

,转置得X.
. 

   (AT
|BT

)→(E|XT
) 

(3) 当A可逆时, A-1
是矩阵方程AX=E的解,于是可用初等行变换求A-1

: 

(A|E)→(E|A-1
) 

 

例 1 设 3 阶矩阵 A 有 3 个特征向量， 它们

的特征值依次为 1,2,3,求 A．(97 四) 
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3.秩的计算 

有关结论: 

(1) 矩阵的秩等于它的行(列)向量组的秩. 

(2) 初等(行,列)变换不改变矩阵的秩. 

(3) 阶梯形矩阵的秩就是它的非零行的个数. 

由此得到计算方法如下: 

矩阵 A 的秩 r(A): 用初等变换把 A 化为阶梯形矩阵,其非零行数就是 r(A). 
向量组α1,α2,…,αs的秩r(α1,α2,…,αs):作矩阵A=(α1,α2,…,αs), 用初等变换把A化为阶梯

形矩阵,其非零行数就是r(α1,α2,…,αs). 

 

二. 矩阵乘法 
1.两个规律× 

设A是m×n矩阵B是n×s矩阵. A的列向量组为α1,α2,…,αn,B的列向量组为β1, β2,…,βs, AB的
列向量组为γ1, γ2,…,γs,则根据矩阵乘法的定义容易看出(也是分块法则的特殊情形): 

① AB的每个列向量为:γi=Aβi,i=1,2,…,s. 

即A(β1, β2,…,βs)= (Aβ1,Aβ2,…,Aβs). 

② 若β=(b1,b2,…,bn)
T
,则Aβ= b1α1+b2α2+…+bnαn. 

2.乘积矩阵的列向量  

乘积矩阵AB的第i个列向量γi是A的列向量组α1, α2,…,αn的线性组合,组合的系数就是B的
第i个列向量βi的各分量. 

3. 矩阵分解:当一个矩阵C的每个列向量都是另一个A的列向量组的线性组合时,可以构造

一个矩阵 B,使得 C=AB.                           

例如设 γαγβαγβαγβα 2,3,2(),,,( ++−−+== CA 令 
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例 4 设 3 阶矩阵 
BBAA 求)94,32,(,1),,,( 321321321321 αααααααααααα ++++++=== （05） 

 

例 5   已知  
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例 6 3 维向量α1, α2, α3, β1, β2, β3满足 

α1+α3+2β1-β2=0, 3α1-α2+β1-β3=0, −α2+α3-β2+β3=0, 

已知|α1, α2, α3|=a,求| β1, β2, β3|. 

 

4.用列向量求乘积矩阵:如果矩阵 B 比较简单,则可直接写出 AB 的各列向量来求出它. 

例如 

    3  0  1   1  0  0     3  1  0  

   -2  5 -6   1  0  1  =  3 -6  5  . 

    1  2  7   0  1  0     3  7  2 

 

5. 乘积矩阵的行向量 

乘积矩阵AB的第i个行向量是B的行向量组的线性组合,组合系数就是A的第i个行向量的各分量

. 

例如 

1  0  0    3  0  1     3  0  1  

1  0  1   -2  5 -6  =  4  2  8  . 

0  1  0    1  2  7    -2  5 -6 

 

对角矩阵在矩阵乘法中的作用:如果一个对角矩阵在矩阵乘法中处于右侧,等同于用它对角

线上各数依次乘左边矩阵的各列向量; 如果对角矩阵处于左侧,等同于用它对角线上各数依次

乘右边矩阵的各行向量. 

初等矩阵在矩阵乘法中的作用: 初等矩阵在右(左)边乘一个矩阵A,等同于对A作一次相应

的初等列(行)变换. 

 

三.可逆矩阵的充分必要条件 
n 阶矩阵 A 可逆⇔A 的行列式|A|≠0 

⇔ r(A)=n 
⇔ AX=0 只有零解(AX=β有唯一解) 

⇔0 不是 A 的特征值. 

A-cE 可逆⇔c 不是 A 的特征值. 

例 7  设 n 阶矩阵 A,B 满足 AB=aA+bB.其中 ab≠0,证明 

(1) A-bE 和 B-aE 都可逆. 

(2) AB=BA. 
例 8  设 A,B 都是 n 阶矩阵,c 不是 0,证明 

     cE-AB 可逆⇔ cE-BA 可逆. 

例 9 已知n阶矩阵A 满足A3
=E. 

(1)证明A2
-2A-3E可逆. 
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(2)证明A2
+A+2E可逆. 

例 10  设 A,B 都是 n 阶矩阵,并且 A 可逆,证明: 

矩阵方程 AX=B 和 XA=B 同解⇔ AB=BA. 
例 11 已知 A,B 都是 n 阶矩阵使得 A+B 可逆. 

(1) 在AB=BA的条件下证明B(A+B)-1A=A(A+B)-1B. 
(2) 在A,B都可逆的条件下证明B(A+B)-1A=A(A+B)-1B. 
(3) 证明B(A+B)-1A=A(A+B)-1B的成立不要任何条件. 

 

 

 

 

 

第二部分(主题篇)  向量组和线性方程组 
 

(本部分是考试的重点和难点) 
一．向量组的线性关系,秩 

本部分是的特点是概念性强,抽象,因此是最难的部分,但又是全课程的理论基础,理论制高

点,也是考试的重点之所在. 

基本概念有:线性表示,线性相关性, 向量组的极大无关组和秩,矩阵的秩. 

秩是起到关键性作用的量,它既有用,又好算,应该充分注意它的应用. 

1. 线性表示 

线性表示有 3 类: 

(1)向量β可用α1,α2,…,αs 线性表示(记作β→α1,α2,…,αs ),即n维向量β是α1,α2, 

…,αs的一个线性组合. 

其重要性在于和线性方程组有没有解的关系:“β是否可以用α1, α2,…,αs线性表示? 表示方

式是否唯一？”也就是“线性方程组AX=β是否有解？解是否唯一？”其中A=(α1, α2,…,αs ). 
(2) β1,β2,…,βt可以用α1,α2,…,αs线性表示(记作β1,β2,…,βt→α1,α2,…,αs ),即每个βi 都

可以用α1,α2,…,αs线性表示.       
(3) 向量组α1,α2,…,αs 和β1,β2,…,βt等价,即它们互相都可以表示,记作

{α1,α2,…,αs }≅{β1,β2,…,βt}. 
线性表示的判断: 
(1) β可用α1,α2,…,αs 线性表示⇔r(α1,α2,…,αs,β)=r(α1,α2,…,αs). 

(事实上若β不可用α1,α2,…,αs  线性表示,则r(α1,α2,…,αs,β)=r(α1,α2,…,αs)+1.) 

(2)β1,β2,…,βt可以用α1,α2,…,αs 线性表示⇔  
r(α1,α2,…,αs,β1,β2,…,βt)=r(α1,α2,…,αs). 

从而有 

      r(β1,β2,…,βt)≤r(α1, α2,… ,αs ). 
(3) α1,α2,…,αs和β1,β2,…,βt等价⇔   
 r(α1,α2,…,αs)= r(α1,α2,…,αs, β1,β2,…,βt)= r(β1,β2,…,βt). 
    
例 12 设α1=(1,2,0,1) , α2 =(1,1,-1,0), α3=(0,1,a,1),γ1=(1,0,1,0),γ2=(0,1,0,2).a 和k

取什么值时, γ1+kγ2可用α1,α2,α3线性表示? 

例 13 设 α1=(1,1,0,-1)
T
,α2=(0,2,1,1)

T
是齐次方程组AX=0的基础解系,要让 4 维向量

β=(c1,c2,c3,c4)
T
是AX=0的解, c1,c2,c3,c4应该满足什么条件? 

例 14 给定向量组(Ⅰ) α1=(1,0,2)，α2=(1,1,3)，α3=(1,-1,a+2)和(Ⅱ)β1=(1,2, a+3)，

β2=( 2,1 ,a+6)，β3=(2,1,a+4)．当a为何值时(Ⅰ)和(Ⅱ)等价? a为何值时(Ⅰ)和(Ⅱ)不等价?(03

四) 
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例 15 求常数a,使得向量组α1=(1,1,a),α2=(1,a,1),α3=(a,1,1)可由向量组β1=(1,1,a), 

β2=(-2,a,4),β3=(-2,a,a)线性表示,但是β1, β2, β3不可用α1,α2,α3线性表示. (2005 年数学二) 

例 16 设(Ⅰ)和(Ⅱ)是两个四元齐次线性方程组, (1,0,1,1)
T
,(-1,0,1,0)

T
,(0,1,1,0)

T
是

(Ⅰ)的一个基础解系,(0,1,0,1)T
,(1,1,-1,0)

T
是 (Ⅱ) 的一个基础解系．求它们的公共解． 

例 17 设 A 是 m×n 矩阵, C 是 m×s 矩阵.证明矩阵方程 AX=C 有解⇔r(A|C)=r(A). 
 

2. 向量组的线性相关性 

(1)定义和意义 

定义  设α1,α2,…,αs 是n维向量组,如果存在不全为 0 的一组数c1,c2,…,cs使得  

c1α1+c2α2+…+csαs=0, 

则说α1,α2,…,αs 线性相关,否则(即要使得c1α1+c2α2+…+csαs=0,必须c1,c2,…,cs全为 0)就说它

们线性无关. 

和齐次线性方程组的关系  “α1,α2,…,αs 线性相关还是无关”也就是“向量方程 

x1α1+ x2α2+…+xsαs=0 

有没有非零解”,也就是“齐次线性方程组 AX=0 有没有非零解.“ 

意义 在s>1 时,线性无关就是每个 αI都不能用其它向量线性表示; 线性相关就是有向量

(不必每个)可以用其它向量线性表示. 

(2) 线性相关性的判别: 

① 当向量的个数s大于维数n时, α1, α2,…,αs 一定线性相关. 

如果向量的个数s等于维数n,则 α1, α2,…,αn线性相关⇔| α1, α2,…,αn|=0. 

② 线性无关向量组的每个部分组都无关.  

③ 如果α1,α2,…,αs 线性无关, 则 
α1,α2,…,αs ,β线性无关⇔β不能用α1,α2,…,αs 线性表示. 

④ 如果β1,β2,…,βt可以用α1,α2,…,αs 线性表示，并且t>s,则β1,β2,…,βt线性相关. 

⑤  α1,α2,…,αs 线性无关⇔ r(α1,α2,…,αs)=s. 

有时还要用定义,例如要证明α1,α2,…,αs 线性无关, 就要说明从c1α1+c2α2+…+csαs=0 可推

出c1,c2,…,cs全为 0. 

 

例 18  已知非齐次方程组 AX=β有解,证明它的解集合的秩= n-r(A)+1. 
例 19   设α1,α2,…,αs和β1,β2,…,βt都是线性无关的n维向量组,证明α1,α2,…,αs,β1, 

β2,…,βt线性相关⇔存在非零向量η,它既可用α1,α2,…,αs线性表示,又可用β1,β2,…,βt线性表

示. 

例 20   设α1,α2,…,αs,β1,β2,…,βt线性无关,其中α1,α2,…,αs是齐次方程组AX=0的基础解

系.证明Aβ1,Aβ2,…,Aβt线性无关. 

 

3.向量组的极大无关组和秩 

秩是向量组内在线性性质的定量研究.它是刻画向量组相关“程度”的一个数量概念.它表

明向量组可以有多大(指包含向量的个数)的线性无关的部分组. 

定义  设α1,α2,…,αs 是n维向量组,(I)是它的一个部分组.如果 

① (I) 线性无关. 

② (I) 再扩大就线性相关.   

就称(I)为α1,α2,…,αs 的一个极大无关组. 

极大无关组中所包含向量的个数称为α1,α2,…,αs 的秩,记作r(α1,α2,…,αs). 

如果α1,α2,…,αs 全是零向量(此时极大无关组不存在),则规定r(α1,α2,…,αs)=0. 

于是,0≤r(α1,α2,…,αs)≤个数s,维数n. 

由定义得出: 如果r(α1,α2,…,αs)=k,则 

①   α1,α2,…,αs 的一个部分组如果含有多于k个向量,则它一定的相关. 



 

② α1,α2,…,αs 的每个含有k个向量的线性无关部分组一定是极大无关组. 

求 α1,α2,…,αs 的极大无关组的方法: 作矩阵A=(α1,α2,…,αs), 用初等行变换把A化为阶

梯形矩阵B,则B的列向量组和α1,α2,…,αs 有相同的线性关系,从而对应的部分组有一致的相关

性,极大无关相对应.于是B的台角的列号对应的 α1,α2,…,αs 的部分组是一个极大无关组. 

 

例 21 设 α1=(1,-1,2,4),α2=(0,3,1,2),α3=(3,0,7,14),α4=(1,-2,2,0),α5=(2,1,5,10).它

们的下列部分组中,是极大无关组的有哪几个? 

(1) α1,α2,α3. (2) α1,α2,α4. (3) α1,α2,α5. (4) α1,α3,α4. 

 

4.矩阵的秩 

(1) 定义 

矩阵 A 的秩 r(A)就是它的行向量组的秩,也就是列向量组的秩. 

r(A)也就是 A 的非 0 子式的阶数的最大值.(即 A 的每个阶数大于 r(A)的子式的值都为 0,

但是 A 有阶数等于 r(A)的非 0 子式.)  

如果 A 是 m×n 矩阵,则 0≤r(A)≤Min{m,n}. 
r(A)=0⇔ A=0. 

当 r(A)=m 时,称 A 为行满秩的; 当 r(A)=n 时,称 A 为列满秩的. 

对于 n 阶矩阵 A,则行满秩和列满秩是一样的,此时就称 A 满秩.于是: 

n 阶矩阵 A 满秩⇔r(A)=n(即 A 的行(列)向量组无关)⇔|A|≠0⇔A 可逆. 

(2)性质 

① r(A T
)=r(A). 

② 如果 c 不为 0,则 r(cA)=r(A). 
③ r(A±B)≤r(A)+r(B).  
④ r(AB)≤Min{r(A),r(B)}.  
⑤ 当 A(或 B)可逆时,r(AB)=r(B)(或 r(A)). 
⑥ 如果 AB=0,n 为 A 的列数(B 的行数),则 r(A)+r(B)≤n. 
⑦ 如果 A 列满秩(r(A)等于列数),则 r(AB)=r(B). 
 

    例 22 设 A 是 n 阶矩阵.证明 ⇔= 1)(Ar 存在 n 维非零列向量α 和β ,使得  
TA αβ=

      
例 23     

3 阶矩阵 ， ，已知 r(AB)小于 r(A)和 r(B),求 a,b 和

r(AB). 
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例 24 设 A 是 n 阶矩阵, sααα ，，， L21 是一组 n 维向量, ii Aαβ = , i=1,2，…,s.证明: 

(1) )(),,,( 2121 ss rr αααβββ ，，， LL ≤ . 

(2)  如果 A 可逆,则 ),,,()( 2121 ss rr βββααα LL =，，， . 

例 25 设 sααα ，，， L21 是齐次方程组 0=AX 的基础解系, 

,211 ααβ t+=  111322 ,,, ααβααβααβ ttt sssss +=+=+= −−L .t 取什么值时 sβββ ,,, 21 L 也是 的基础0=AX
解系? 
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二. 线性方程组解  
线性方程组是课程的最主要部分,是考试的最大重点,但是考点很集中(解的情况的判别和

通解的计算),有关的结论又十分明确.但是近年来考题的发展趋势应该重视：考试重点转向概念

化,考题渐渐脱离传统题型,出现许多有新意的题.    

1. 线性方程组解的情况的判别 
(1) 对于方程组 β=AX ,判别其解的情况用三个数:未知数的个数 )|(),(, βArArn . 

① 无解 )|()( βArAr <⇔ . 

② 有唯一解 nArAr ==⇔ )|()( β  

  (当 A 是方阵时,就推出克莱姆法则.) 

③ 有无穷多解 nArAr <=⇔ )|()( β . 

方程的个数 m 虽然在判别公式中没有出现,但它是 和)(Ar )|( βAr 的上界,因此 

当 时, mAr =)( β=AX 一定有解. 

当 m<n 时,一定不是唯一解. 

(2) 对于齐次方程组 ,判别解的情况用两个数: n, . 0=AX )(Ar
有非零解  (即:只有零解nAr ≤⇔ )( nAr =⇔ )( ). 

2.  基础解系和通解  

(1) 齐次方程组的基础解系 

如果齐次方程组 有非零解,则它的解集(全部解的集合)是无穷集,称解集的每个极

大无关组为 的基础解系. 

0=AX
0=AX

于是, 当 sηηη ，，， L21 是 0=AX 的基础解系时: 

向量η 是 的解0=AX η⇔ 可用 sηηη ，，， L21 线性表示. 

定理 设 有n个未知数,则它的基础解系中包含解的个数(即解集的秩)=n-r(A0=AX  
). 

于是,判别一组向量 sηηη ，，， L21 是 0=AX 的基础解系的条件为 

① sηηη ，，， L21 是 的一组解. 0=AX
② sηηη ，，， L21 线性无关. 

③ s=n-r(A 
). 

(2) 通解 

当 sηηη ，，， L21 是 的基础解系时, 0=AX 0=AX 的通解为: 

  sss cccccc ,,,, 212211 LL ηηη +++ 任意. 

如果 0ξ 是非齐次方程组 β=AX 的一个解,  sηηη ，，， L21 是 0=AX 的基础解系时, 

β=AX 的通解为: 

sss cccccc ,,,, 2122110 LL ηηηξ ++++ 任意. 

     

    有一种典型的考题出现频率很高的,如下面的例 

确定 p，t 的值，使得下面方程组有无穷多解，并求通解 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=−−−
−=+++

−=+−+
=+−+

txxxx
xpxxx

xxxx
xxxx

4321

4321

4321

4321

6
1723

1462
032
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这类题既考到了解的情况的判断,有考到了求通解这个重要的计算.对这类题,应该会熟练

计算.但是还应该注意到考题概念化的新动态,并关注新题型. 

 

例 26 已知 和 是线性方程组 
T），，＝（ 1,1111 −−ξ T)0,1,0,1(2 −=ξ

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+−+
=++

=+−+

rtxxtxx
sqxpxx

xxxx

4321

432

4321

2

2
 

的解, 是它的导出组的解,求方程组的通解. 
T(2,-2,1,1)=η

例 27 已知矩阵 ),,,( 4321 αααα=A ,其中 432 ,, ααα 线性无关, 321 2 ααα −=  ,并且有

)4321 ααααβ +++= ,求 β=AX 的通解.(02 一，二) 

 

例 28 已知 3阶矩阵 A 的第一行为(a,b,c),a,b,c 不全为 0, 矩阵  ,并且

AB=0, 求齐次线性方程组 AX=0 的通解. (2005 年数学一,二) 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

k
B

63
642
321

例 29 已知齐次方程组 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++
=++

=++

0
0532

032

321

321

321

axxx
xxx

xxx
     

⎩
⎨
⎧

=+++

=++

0)1(2

0

32
2

1

321

xcxbx

cxbxx

同解,求 a,b,c. (2005 年数学三,四) 

例 30  设(Ⅰ)和(Ⅱ)是两个四元齐次线性方程组,(Ⅰ)的系数矩阵为 

 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
1121

0132
－

－
 

 (Ⅱ)的一个基础解系为 , .已知(Ⅰ)和(Ⅱ)有公共非零解,求 a,

并求出它们的全部公共解.(02 四) 

T2,1)a(2,-1, + T8)a(-1,2,4, +

 

注:关于两个齐次方程组有公共非零解的判断. 

(1)如果都给出了方程组的具体形式, 有公共非零解就是联立方程组有非零解. 
(2)如果一个给了系数矩阵 A,另一个给出了基础解系 sηηη ，，， L21 ,则有公共非零解

sAAA ηηη ，，， L21⇔ 线性相关. 

(3)两个都给出了基础解系 sηηη ，，， L21 和 tγγγ ,,, 21 L , 则有公共非零解

ts γγγηηη ,,,, 2121 LL，，，⇔ 线性相关.  
 

第三部分(应用篇)  特征向量与特征值 相似和对角化 二次型 
这部分的概念比较多,但是并不抽象,只要前面的基础掌握得好了,这些概念不难理解.并且

这部分的考题类型比较稳定,变化和灵活性小. 主要题型有: 

特征值的计算,矩阵对角化的判断和对角化的实现,用正交变换化二次型为标准二次型,正

定的判断等.  
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一.特征值的计算 
求一个 n 阶矩阵 A的特征值主要依据下面的命题: 

λ 是 A的特征值 0=−⇔ AEλ ，即 )( AE −λ 不可逆. 

即: λ 不是 A的特征值 EA λ−⇔ 可逆. 

特别地:0 是 A的特征值 不可逆.(或矩阵A⇔ A可逆⇔ 0 不是 A的特征值.) 

把 AE −λ 称为 A的特征多项式, A的特征值就是它的根.  

AE −λ 是λ 的 n 次多项式，有 n 个根,因此 A有 n个特征值,记作 nλλλ ,,, 21 L .它们有以

下性质: 

①　 )(21 Atrn =+++ λλλ L ( A的迹数，即主对角线上元素之和). 

②　 An =λλλ L21 . 

③ 设λ 是 A的特征值，则它的重数 )( AErn −−≥ λ . 

计算特征值的步骤为先求出特征多项式,在求它的根.一般来说是很困难的.但是有两类特

殊的矩阵的特征值很好计算,并且在考题中非常有用. 

三角矩阵(包含对角矩阵),则它的特征值就是对角线上的元素. 
秩为 1 矩阵特征值为 ,00,0,L , )(Atr . 

还有一个对计算特征值很有用的命题: 

的特征值 

如果 A的特征值是 nλλλ ,,, 21 L ，则 

① 的特征值是)(Af )(,),(),( 21 nfff λλλ L . 

②　如果 A可逆，则 
1−A 的特征值是 nλλλ /1,,/1,/1 21 L ; 

*A 的特征值是 1/ λA , 2/ λA ,…, nA λ/ . 

从①还可以推出:如果 ,则0)( =Af A的每个特征值是λ 的都满足 0)( =λf . 

 

 

 

 

    例 31  

求矩阵 的特征值． 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

a
a

a
a

111
111
111
111
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例 32   求

4

3

2

1

1111
1111
1111
1111

x
x

x
x

+
+

+
+

 

 

例 33  设  , , . 求T(1,2,-1)=α T(-2,1,-2)=β TEA αβ−= EAA 222 +− . 

 
二. 矩阵对角化的判断和实现问题 

设 A是 n 阶矩阵,要判断 A是否相似于对角矩阵?如果是,怎么构造可逆矩阵P , 使得

APP 1−
是对角矩阵？结论是: 

1.可逆矩阵 ),,,( 21 nP ηηη L= 使得 APP 1−
是对角矩阵 ),,,( 21 nηηη L⇔ 都是 A的特征

向量. 

( ),,,( 21 nηηη L 特征值依次为 APP 1−
对角线上的各数.) 

 

2. A可对角化 对于⇔ A的每个特征值λ ,其重数 )( AErn −−= λ . 

 

例 34           

    已知 3 阶矩阵 有一个二重特征值,求 a,并且讨论

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−−
−

=
51
341
321

a
A A  可否对角化.(04) 

例 35 设 n 阶矩阵 A的秩为 1.证明: A可对角化 0)( ≠⇔ Atr . 

例 36 设 n 阶矩阵 A满足 0))(( =−− bEAaEA ,其中 ba ≠ .证明: 

(1) A可对角化. 

(2) nbEAraEAr =−+− )()( . 

 

三. 实对称矩阵的对角化 
实对称矩阵特征值都是实数,它一定可对角化,并且属于不同特征值的特征向量互相正交,

从而可以用正交矩阵将其对角化,即如果 A是实对称矩阵,则存在正交矩阵Q ,使得 是

对角矩阵. 

AQQ 1−

 

例 37  设 3 阶实对称矩阵 A的秩为 2,又 6 是它的二重特征值,向量 和 和

都是属于 6的特征向量. 

T(1,1,0) T(2,1,1)
T(-1,2,-3)

(1)求 A的另一个特征值与相应的特征向量. 

(2)求 A .(04 四) 

 

 四. 实二次型用正交变换标准化 
这是常见的考试题. 

设 n 元二次型  (AXXxxxf T
n =),,,( 21 L A是一个实对称矩阵), 用正交变换将它标准

化即: 

①构造正交矩阵Q ,使得 是对角矩阵.  AQQAQQ T=−1
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②作正交变换 ,则它把 化为标准二次型 . QYX = ),,,( 21 nxxxf L AQYQY TT

 

例 38 已知二次型 的秩为 2. 21
2
3

2
2

2
1321 )1(22)1()1(),,( xxaxxaxaxxxf +++−+−=

(1)求 a. 

(2)求作正交变换 ,把 化为标准形. QYX = ),,( 321 xxxf
(3)求方程 的解.  0),,( 321 =xxxf
 

解                        

(1) 的矩阵),,( 321 xxxf A为 , 由

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−+
+−

200
011
011

aa
aa

2)( =Ar 知 0=A ,由此求出

. 0=a
(2) 第一步先求特征值 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

200
011
011

A ,求出其特征值为 2,2,0. 

    然后作 3 个单位正交的特征向量 

求属于 2 的特征向量: 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −
→

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

−
=−

000
000
011

000
011
011

2 AE  , 

T(1,1,0) 和 是属于 2 的两个无关的特征向量,它们是正交的,单位化得到 
T(0,0,1)

 
 

T)0,2/2,2/2( 和 . 
T(0,0,1)

求属于 0 的特征向量: 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ −−
→

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−−
−−

=−
000
100
011

200
011
011

0 AE  

T(1,-1,0) 是属于 0 的的特征向量, 单位化: 
T)0,2/2,2/2( −   

构造正交矩阵 

     

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−=
010

2/202/2

2/202/2

Q ,则Q使得 是对角矩阵,对角线上的元素为

2,2,0.  

AQQT

作正交变换 ,它把 化为 . QYX = ),,( 321 xxxf 2
2

2
1 22 yy +

(3)   , 
2
3

2
2121

2
3

2
2

2
1321 2)(22),,( xxxxxxxxxxxf ++=+++=
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0),,( 321 =xxxf于是 即 0,0 321 ==+ xxx ,从而 0),,( 321 =xxxf 的通解为 任意. c(c,-c,0),
 

五. 惯性指数和规范形 
实二次型的正(负)惯性指数就是它化出的规范(标准)二次型的正(负)平方项的个数. 
实对称矩阵 A的正(负)惯性指数也就是它的正(负)特征值的个数.  

于是,两个实对称矩阵合同 它们的正(负)特征值的个数对应相等. ⇔
两个实对称矩阵相似 它们的特征值完全相同. ⇔
 

例 39  设 A是一个可逆实对称矩阵，记 是它的代数余子式. 二次型 ijA

ii

n

ji

ij
n xx

A
A

xxxf ∑
=

=
1,

21 ||
),,,( L . 

(1)用矩阵乘积的形式写出此二次型. 

(2) 的规范形和),,,( 21 nxxxf L AXX T
的规范形是否相同?为什么?(01 三) 

例 40 设 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

1111
1111
1111
1111

A     ,则 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

0000
0000
0000
0004

B

 (A) A与 既合同又相似. B
(B) A与 合同但不相似.  B
(C) A与 不合同但相似. B
(D) A与 既不合同又不相似. B
 

六. 正定问题 
实二次型 正定即:当AXXxxxf T

n =),,,( 21 L 0≠X 时, AXX T
一定>0. 

实对称矩阵 A正定即当 时, 0≠X AXX T
一定>0. 

实对称矩阵 A正定 合同于单位矩阵.  ⇔
 

⇔ 存在可逆矩 ,使得 . C CCA T=
⇔ A的特征值都是正数. 

⇔ A的顺序主子式全大于 0. 

判断正定性的方法: 顺序主子式法,特征值法,定义法. 

 

例 41  设 A是 3 阶实对称矩阵,满足 ,并且022 =+ AA 2)( =Ar . 

(1) 求 A的特征值. 

(2)  当实数 k 满足什么条件时 kEA + 正定?(02 三) 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

BC
CA

D
T

 

   

例 42 设 为正定矩阵,其中 分别为 m,n 阶对称矩阵,C 为 m×n 矩阵. ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

BC
CA

D
T

BA,



 

(1)计算 DPPT
,其中   ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
=

−

n

m

E
CAE

P
0

1

(2) 利用(1)的结果,判断 是否为正定矩阵,并证明你的结论. CACB T 1−−

解  (1)  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

−
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
=

−

−−

CACB
A

E
CAE

BC
CA

E
CAE

DPP T
n

m
T

T

n

mT
1

11

0
0

00

(2)因为D 为正定矩阵,P 是实可逆矩阵,所以 DPPT
正定. 

    用特征值法: DPPT
正定,它的特征值都大于 0.又显然 DPPT

的特征多项式等于 A的特

征多项式和 的特征多项式的乘积,从而 的特征值也是CACB T 1−− CACB T 1−− DPPT
的特征

值,都大于 0,于是矩阵 正定. CACB T 1−−
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