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基础班微积分辅导第 11 讲 

多元函数微分学 I 

11.1 多元函数的概念  

定义11.1 设Ω是
nR 的一个子集，如果按照某种确定的法则 f ，使得每个 Ω∈x ,唯一

地对应于一个实数u ,则称 f 为定义在Ω上的一个（ n 元）函数, 记成： Rf →Ω:  

其中 Ω∈= T
nxxxx ),,,( 21 是自变量，Ω是这个函数的定义域.   

实数u 称为 x 所对应的函数值。记成 )(),...,,()( 21 Ω∈== xxxxfxfu n . 

定义11.2 区域的定义, 闭区域的定义。 

开区域：非空连通开集。 

闭区域：开区域的闭包。 

例如, { }dycbxayxD <<<= ,,),( 是
2R 上的开区域； { }1),,( 222 ≤++=Ω zyxzyx 是

3R 上的闭区域。 

11.2 多元函数的表示 

显式表示的函数： ),( yxfz = ； 

隐函数： 用方程 0),,( =zyxF 表示的函数 ),( yxzz = ； 

用参数表示的函数: 用参数方程

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

),(
),(
),(

yxzz
vuyy
vuxx

 , 表示的函数 ),( yxzz = . 

三元函数： ),,( zyxfu =  

11.3常见多元函数的几何意义 

),( yxfz = ： 3ℜ 中的曲面的显函数表示； 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

),(
),(
),(

yxzz
vuyy
vuxx

： 3ℜ 中的曲面的参数表示； 



2007 水木艾迪考研辅导基础班                     清华东门外创业大厦 1006        电话：62701055 

谭泽光 编  水木艾迪考研培训网              网址：www.tsinghuatutor.com  电话 62796032 
 

2

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

)(
)(
)(

tzz
tyy
txx

：
3ℜ 中的曲线的参数表示。 

例如：
222 yxRz −−= 是空间球面； 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

θ
ϕθ
ϕθ

sin
sincos
coscos

Rz
Ry
Rx

是空间球面；

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

ϕ
ϕ
ϕ

az
Ry
Rx

sin
cos

是空间螺旋线。 

11.4 多元函数的极限和连续的概念  

定义11.3 nR 中距离的定义：距离是 ( ) xyyxd −=, 。 

定义11.4 多元函数的极限定义： 

设 RRDf n →⊂:  , Ra∈ ,
nRx ∈0 ， axf

xx
=

→
)(lim

0

⇔ 0>∀ε ， 0>∃δ ，使得 

Dx∈∀ ,且 δ<< ),(0 0xxd , 都有 ε<− |)(| axf . 

定理11.1 多元函数的极限如果存在，则是唯一的。 

定理11.2 ( )[ ] ( )xgxfxgxf
xxxxxx 000

lim)(lim)(lim
→→→

+=+ βαβα  

定理11.3 Axf
xx

=
→

)(lim
0

： ),1()( oAxf += 当 0xx →  

 多样性: 自变量变化趋势的多样性，引起多元函数极限形式的多样性 

例11.1 求
22

0
0

)(lim
yx
xxy

y
x +

−

→
→

 

【解】  x
yx

xxy 2)(
22
≤

+

−
 

2 20
0

( )lim 0
x
y

y x x
x y→

→

−
⇒ =

+
 

例11.2 求

2

22lim
x

y
x yx

xy
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

+∞→
+∞→

 

【解】  
2
1

22 ≤
+ yx
xy

 

2

2 2lim 0
x

x
y

xy
x y→+∞

→+∞

⎛ ⎞
⇒ =⎜ ⎟+⎝ ⎠

 

例11.3 求
yx

x

ay
x x

+

→
∞→

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

2

11lim  
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【解】 e
xx

yx
xx

ay
x

yx
x

ay
x

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

+
⋅

→
∞→

+

→
∞→

11lim11lim

2

 

例11.4  设 ))0,0(),((
||||

),(
22

≠
+
+

= yx
yx

yxyxf ,研究极限 ),(lim
0
0

yxf
y
x
→
→

的存在性. 

【解】  对于任意的 )0,0(),( ≠yx ,有
222 |)||(|0 yxyx +≤+< . 所以 

0||||
||||

|0),(|0
22

≤+≤
+
+

=−≤ yx
yx

yxyxf  

因此由极限定义得到 ),(lim
0
0

yxf
y
x
→
→

0=  . 

例11.5 22)0,0(),(
lim

yx
xy

yx +→
(不存在)； 24

2

)0,0(),(
lim

yx
yx

yx +→
(不存在) 

【解】沿 kxy = 趋于零， 222

2

022)0,0(),( 1)1(
limlim

k
k

xk
kx

yx
xy

xyx +
=

+
=

+ →→
 

不同的 k 值，即限不同，故极限不存在。 

沿
2kxy = 趋于零， 242

4

024

2

)0,0(),( 1)1(
limlim

k
k

xk
kx

yx
yx

xyx +
=

+
=

+ →→
 

不同的 k 值，即限不同，故极限不存在。 

例11.6 设
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≠

=
=

2

2

,0
),(

xyif
xyf

yxf
i1,

  ,  研究极限 ),(lim
0
0

yxf
y
x
→
→

的存在性. 

【解】  显然有：当 ),( yx 沿 x 轴或者 y 轴趋向于原点 )0,0( 时, ),( yxf 趋向于零,而且当

),( yx 沿从原点出发的任意一条射线趋向于原点时, 都有 ),( yxf 趋向于零. 即   

0),(lim,,
0

=∈∀
→

tbtafRba
t

; 但是, 当 ),( yx 沿抛物线 )0(2 >= xxy 从原点趋向于原点

时，有  011lim),(lim
0

2

0
≠==

→→ xx
xxf . 证明了极限 ),(lim

0
0

yxf
y
x
→
→

不存在. 

 上面的例子说明,多元函数的极限问题要比一元函数的情形复杂得多.必须要考察动点

),( yx 以各种不同方式趋向于定点 ),( 00 yx 时, 函数的变化趋势. 

 当 x 沿两条不同的路径趋于 0x 时，函数有两个不同的极限，则函数的极限不存在 
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 累次极限 ( ) ( )yyxf
yyxxyy
ϕ

000

lim,limlim
→→→

= 与重极限 ),(lim
0
0

yxf
y
x
→
→

 

例11.7 ( )yxf , =
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=⋅

≠⋅+

0,0

0,1sin1sin

yx

yx
x

y
y

x
 

两个二次极限都不存在，但二重极限 ( ) 0,lim
0
0

=
→
→

yxf
y
x

 

例11.8 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+

≠+
+=

00

03
),(

22

22
22

yx

yx
yx

xy
yxf  

【解】 ( ) ( ) 0,limlim,limlim
0000

==
→→→→

yxfyxf
yxxy

，而二重极限 ( )yxf
y
x

,lim
0
0

→
→

不存在． 

 重极限与累次极限没有关系 

定理11.4 重极限 ),(lim
),(),( 00

yxf
yxyx →

与累次极限 ),(limlim),,(limlim
0000

yxfyxf
xxyyyyxx →→→→

均

存在，则有 : ),(lim
),(),( 00

yxf
yxyx →

= ),(limlim),(limlim
0000

yxfyxf
xxyyyyxx →→→→

=  

若 ),(limlim),,(limlim
0000

yxfyxf
xxyyyyxx →→→→

均存在但不等，则 ),(lim
),(),( 00

yxf
yxyx →

不存在 

定义11.5 连续： )(xf 在 0x 点连续⇔ )()(lim 0
0

xfxf
xx

=
→

 

定理11.5 )(xf 在 0x 点连续 00 ),1()()( xxoxfxf →+=⇔ 当  

例11.9 考察函数

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

≠=
00

0)sin(
),(

x

x
x
xy

yxf  的连续性. 

【解】 在 ( )00 , yx 点, 若 00 ≠x , 函数连续; 

若 00 =x , 000

)sin(lim),(lim yy
xy

xyyxf
xx

=⋅=
→→

 

当 00 ≠y 时, 不连续 ;          当 00 =y 时, 连续 

定理11.6  连续函数的运算性质： 

（1）四则运算的连续性: 如果 )(, Ω∈Cgf , 那么对于任意的常数 βα , , 

       函数 gf βα + ( )Ω∈C ； gf ⋅ ( )Ω∈C ; 0≠g 的点处, f g  ( )Ω∈C  

（2）复合运算：设函数 ),(),,( yxvyxu  都在区域Ω上连续,函数 ),( vuf 在区域 1Ω 上连续,
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并且当 Ω∈),( yx 时有 1)),(),,(( Ω∈yxvyxu ,则复合函数 )),(),,(( yxvyxuf 也在Ω上连续. 

（3）多元初等函数在它们的定义区域内部是处处连续的。 

11.5 有界闭区域上多元连续函数的性质 

定理11.7 有界闭区域上多元连续函数的最大最小值定理 设
nR⊆Ω  是有界闭区

域, )(Ω∈Cf ，则 f Ω 上有界.且存在 Ω∈Ω∈ 21 ,PP ,使得 )(min)( 1 PfPf
P Ω∈

= , 

)(max)( 2 PfPf
P Ω∈

= . 

定理11.8 有界闭区域上多元连续函数的介值定理 设
nR⊆Ω 是有界闭区域(连通

的), )(Ω∈Cf .则对介于 )(min Pfm
P Ω∈

= 和 )(max PfM
P Ω∈

= 之间的每个实数 μ ,都存在

Ω∈P ,满足 μ=)(Pf . 

定理11.9 推论：零点定理：设
nR⊆Ω 是连通域, )(Ω∈Cf .若存在两点， Ω∈QP, , 使

得 ( ) ( ) 0≤⋅ QfPf , 则存在 Ω∈ξP , 0)( =ξPf ; 

特别是，当Ω 为凸集( 即： Ω⊂⇒Ω∈∀ PQQP, )时，则存在 Ω⊂∈ PQPξ , 

0)( =ξPf  

例 11.10. ( )f x 在
nR 上连续,且 (1) 0x ≠ 时, ( ) 0f x > ; (2) ,0>∀c  ( ) ( )f cx cf x=  

证明: 存在 ,0,0 >> ba  使 ( )a x f x b x≤ ≤ . 

【证明】 
xf
x

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

有界.    
xa f b
x

⎛ ⎞
≤ ≤⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

例 11.11.若 ( )yxfz ,= 在
2R 上连续, 且 ( ) +∞=

∞→
∞→

yxf
y
x

,lim , 证明 函数 f 在
2R 上一定有

最小值点。 

【证明】任取
2RP∈ , 设 ( ) MPf = ; 

( ) ( ) Mvufdvudyxf
y
x

>>+=∀>∃⇒+∞=
∞→
∞→

,:,0,lim 22ρ ; 

存在 ( ){ }222, dyxyxBQ ≤+=∈ : ( )
( )

( )yxfQf
Byx

,min
, ∈

= .  

显然, ( )
( )

( )yxfQf
Ryx

,min
2, ∈

= 。 
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11.6 多元函数偏导数和全微分  

定义11.6 
( )

=
∂

∂
x

yxf 00 , ( )
x

yxfyxxf
x Δ

−Δ+
→Δ

),(,
lim 0000

0
 

( )
=

∂
∂

y
yxf 00 , ( )

y
yxfyyxf

y Δ
−Δ+

→Δ

),(,
lim 0000

0
 

记号：
( )

x
yxf

∂
∂ 00 ,

, 或 ( )00 , yxf x′ ；
( )

y
yxf

∂
∂ 00 ,

, 或 ( )00 , yxf y′  

例11.12.
x
yz = , 

xy
z 1
=

∂
∂

;   z
x
y
=

∂
∂

,   2z
y

z
x

−=
∂
∂

， 

11
2 −=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⋅⋅=

∂
∂
⋅

∂
∂
⋅

∂
∂

z
yz

xz
x

x
y

y
z

 

11.6 全微分存在的必要条件和充分条件  

定义11.7 若 f 在 ( ) DPU ⊂0δ 有定义，且存在不依赖 yx ΔΔ , 的 BA, ,使多元函数在

( )000 , yxP 点的增量 

( ) ( ) ( )000000 ,,, yxfyyxxfyxf −Δ+Δ+=Δ ( )ρoyBxA +Δ+Δ=Δ  

22 yx Δ+Δ=ρ ,则称 f 在 ( )000 , yxP 点可微，并称线性函数 yBxA Δ+Δ 为在点的全微

分，记成  ( ) BdyAdxyxdf +=00 ,  

 必要条件：可微，偏导数必存在。 

证明： ( ) ( ) ( )000000 ,,, yxfyyxxfyxf −Δ+Δ+=Δ  = ( )ρoyBxA +Δ+Δ  ; 

( ) ( ) ( ) A
x

xoxA
x

yxfyxxf x⎯⎯ →⎯
Δ

Δ+Δ
=

Δ
−Δ+ →Δ 00000 ,,

; 

( ) ( ) ( ) B
y

yoyB
y

yxfyyxf y⎯⎯ →⎯
Δ

Δ+Δ
=

Δ
−Δ+ →Δ 00000 ,,

 

 充分条件： ( )yxfx ,′ 和 ( )yxf y ,′ 连续。 

【证明】 ( ) ( ) ( )000000 ,,, yxfyyxxfyxf −Δ+Δ+=Δ = 

= ( ) ( ) ( ) ( )00000000 ,,,, yxfyxxfyxxfyyxxf −Δ++Δ+−Δ+Δ+  

      = ( ) ( ) ( )xoxyxfyyyxxf xy Δ+Δ′+ΔΔ+Δ+′ 00100 ,, θ  
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       = ( ) ( )( ) ( ) ( )xoxyxfyoyxf xy Δ+Δ′+Δ+′ 0000 ,1,  

       = ( ) ( )( ) ( ) ( )xoxyxfyoyxf xy Δ+Δ′+Δ+′ 0000 ,1,  

       = ( ) ( ) ( ) ( ) xoyoyyxfxyxf yx Δ+Δ+Δ′+Δ′ 11,, 0000 . 

        = ( ) ( ) ( )ρoyyxfxyxf yx +Δ′+Δ′ 0000 ,,  

   因为 
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )22

110
yx

yoxoyoxo

Δ+Δ

Δ+Δ
=

Δ+Δ
≤

ρ
( ) ( ) 01 0,0 ⎯⎯⎯⎯ →⎯

Δ
Δ

+
Δ
Δ

≤ →Δ→Δ yx

y
yo

x
xo

. 

例 11.13.函数
( )
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+

≠+
+

+
=

0,0

0,1sin
),(

22

22
22

22

yx

yx
yx

yx
yxf 在(0,0)点的偏导数为什

么? 在(0,0)是否可微? 

解 : 
0

( ,0) (0,0)(0,0) lim 0
x

f f x f
x x→

∂ −
= =

∂
,  ,0)0,0(),0(lim)0,0(

0
=

−
=

∂
∂

→ y
fyf

y
f

y
 

( )22)0,0()0,0()0,0(),( yxoy
y
fx

x
ffyxf +=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⋅

∂
∂

+⋅
∂
∂

−−  

函数可微, 两个偏导数均为 0. 

例 11.14.讨论

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+

≠+
+=

00

0
),(

22

22
22

yx

yx
yx

xy
yxf 在 )0,0( 点的连续性与偏导数的存在性． 

答案：不连续，但偏导数存在． 

例 11.15.设 ),()(),( yxyxyxf ϕ+= 其中 ),( yxϕ 在 )0,0( 点连续, 则 

[ ] [ ]dyyxyxyxdxyxyxyxyxdf yx ),()(),(),()(),(),( ϕϕϕϕ +++++=  

令 0,0 == yx , ))(0,0()0,0( dydxdf += ϕ . 

    (1)指出错误 

    (2)写出正确的解法.  

【解】 ),()()0,0(),()0,0( yxyxfyxff ΔΔΔ+Δ=−ΔΔ=Δ ϕ  

   因为 ),( yxϕ 在（0，0）处连续，即 )0,0(),(lim
0

ϕϕ
ρ

=ΔΔ
→

yx ，其中
22 yx Δ+Δ=ρ 。 

   所以 )()0,0(),( ραϕϕ +=ΔΔ yx ，其中 .0)(lim
0

=
→

rα
ρ
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      yxyxf Δ+Δ+Δ+Δ=Δ )()()0,0()0,0()0,0( ραραϕϕ  

      ),( yxf 在（0，0）点处可微。 

     dydxyxdf )0,0()0,0(|),( )0,0( ϕϕ +=  

例 11.16.设 ( )yxz , 定义在矩形区域 ( ){ }byaxyxD ≤≤≤≤= 0,0, 上的函数。证明: 

（1） ( ) ( ) ( ) 0,,, ≡
∂
∂

∈∀⇔=
x
zDyxyfyxz  ; 

（2） ( ) ( ) ( ) ( ) 0,,,
2

≡
∂∂

∂
∈∀⇔+=

yx
zDyxygyfyxz  

【证明】 (1)⇒ : 显然. 

   ⇐ : ( ) ,0)(,),(),( 00 =−
∂
∂

=− xxy
x
zyxzyxz ξ  

     ),(),( 0 yxzyxz = ,  )(),( yfyxz = 与 x 无关. 

(2) ⇒ : 显然. 

   ⇐ : )(,0
2

xh
x
z

yx
z

=
∂
∂

≡
∂∂

∂
与 y 无关. 

       ( ) ( ) ( )ygyfygdxxhyxz +=+= ∫ )()(,  

例 11.17. ),( yxf 在 ),( 00 yx 点可微,且全微分 0=df 的充分条件是（ D ）. 

  (A) 在点 ),( 00 yx 两个偏导数 0,0 =′=′ yx ff  

  (B) ),( yxf 在点 ),( 00 yx 的全增量
22 yx

yxf
Δ+Δ

ΔΔ
=Δ , 

  (C) ),( yxf 在点 ),( 00 yx 的全增量
22

22 )sin(
yx
yxf

Δ+Δ

Δ+Δ
=Δ  

  (D) ),( yxf 在点 ),( 00 yx 的全增量 22
22 1sin)(

yx
yxf

Δ+Δ
Δ+Δ=Δ  

解题思路 用两个条件判断：(1) 0),(),( 0000 =′=′ yxfyxf yx ; 

(2) 
( ) ( ) ( )

0
,,, 0

22

00

22

0000 ⎯⎯ →⎯
Δ+Δ

Δ
=

Δ+Δ

−Δ →ρ

yx

yxf

yx

yxdfyxf
(1)  
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条件(1)都成立，只有D 中条件(2)成立,故选 D. 

例 11.18.二元函数 ),( yxf 在点（0，0）处可微的一个充分条件是（  C   ）。 

（A） 0)]0,0(),([lim
)0,0(),(

=−
→

fyxf
yx

 

（B） 0)0,0()0,(lim
0

=
−

→ x
fxf

x
，且 0)0,0(),0(lim

0
=

−
→ y

fyf
y

 

（C） 0)0,0(),(lim
22)0,0(),(

=
+

−
→ yx

fyxf
yx

 

（D）
0

lim[ ( ,0) (0,0)] 0x xx
f x f

→
′′ − = ，且

0
lim[ (0, ) (0,0)] 0y yy

f y f
→

′ ′− =  

例 11.19. 函数

⎪⎩

⎪
⎨

⎧

=

≠
+=

)0,0(),(,0

)0,0(),(,
),( 22

yx

yx
yx

xy
yxf  在点 )0,0( 处(  C      ) 

A.连续且偏导数存在      B. 不连续但偏导数存在 

C.连续但偏导数不存在    D. 不连续且偏导数不存在 

解题思路 由于当 0=x 或者 0=y 时, 0),( ≡yxf ,所以 

0
0
00lim

0
)0,0()0,(lim)0,0(

00
=

−
−

=
−
−

=
∂

∂
→→ xx

fxf
x

f
xx

 

0
0
00lim

0
)0,0(),0(lim)0,0(

00
=

−
−

=
−
−

=
∂

∂
→→ xy

fyf
y

f
xy

 

例 11.20 设
y
xz arcsin= ，求 dz  

例 11.21 22

2

0
0

lim
yx

yx

y
x +
→
→

(  .A    ) 

0.A        
2
1.B       1.C       不存在.D  

例 11.22 已知 f x y xy( , ) = ,试讨论: 

(1) f x y( , )在( , )0 0 处的连续性； 

(2) f x y( , )在( , )0 0 处的两个偏导数是否存在； 

(3) f x y( , )在( , )0 0 处的可微性。 

【解】(1)首先由不等式：
2

|||)(||)0,0(),(|
22 yxxyxyffyxf +

≤==− 。 
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于是由 0
2

lim|)0,0(),(|lim0
22

0
0

0
0

=
+

≤−≤
→
→

→
→

yxfyxf
y
x

y
x

, 

得到 f x y( , )在( , )0 0 处连续。 

(2) 由于 0
0

lim)0,0(
0
0

=
⋅

=
∂
∂

→
→ x

x
f

x
y
x

可知 xy 在(0,0)处的对 x 的偏导数存在； 

同理，可以证明他在(0,0)处的对 y的偏导数存在。 

(3) 假设 f x y( , )在( , )0 0 处可微，则有 当 )0,0(),( →yx 时,  

)0,0(),( fyxf − )()( 22
)0,0()0,0( yxoy

y
fx

x
f

+=⋅
∂
∂

+⋅
∂
∂

− 。 

      但是，如果设 并令,yx = 0→x ，有
2
2xy

lim
220
=

+=
→ yxxy

x
。矛盾。 

      于是 f x y( , )在( , )0 0 处不可微。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

APf
PP

=
→

)(lim
0

 存在

( )Pf 在 P0 点偏导连续 

( )Pf 在 P0 点可微 

( )Pf  

在 P0 点偏

导数存在 
 

( )Pf  

在 P0 
点连 
续 
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11.7 多元复合函数、隐函数的求导法  

(1) 多元复合函数 

定理11.10 设二元函数 ),( vufz = 在点 ),( 00 vu 处偏导数连续，二元函数

),(),,( yxvvyxuu == 在点 ),( 00 yx 处偏导数连续, 并且

),(),,( 000000 yxvvyxuu == ,  

则复合函数 )),(),,(( yxvyxufz =  在点 ),( 00 yx 处可微，且

( ) ( ) ( ) ( )
x

yxv
v

vuf
x

yxu
u

vuf
x
z

yx ∂
∂
⋅

∂
∂

+
∂

∂
⋅

∂
∂

= 00000000
),(

,,,,
00∂

∂

( ) ( ) ( ) ( )
y

yxv
v

vuf
y

yxu
u

vuf
y
z

yx ∂
∂
⋅

∂
∂

+
∂

∂
⋅

∂
∂

= 00000000
),(

,,,,
00∂

∂
 

例 11.23 已知 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−

=
x

x

y
1

1

，求
dy
dx

. 

【解】考虑二元函数  vuy= , u
x

v
x

= = −
1 1, ，应用推论得 

.
dx
dv

v
y

dx
du

u
y

dx
dy

∂
∂

∂
∂

+= ).ln1(11)(ln1
12

22
1 x

xx
uu

x
vu

xvv −⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=+

− −
−

 

例 11.24 设z f xy x
y

= ( , )， f 二阶连续可微，求 2

2

x
z

∂
∂

. 

【解】 记  
y
xvxyu == , ; 

v
ff

u
ff

∂
∂

=′
∂
∂

=′ 21 , , 

 2

2

222

2

11 ,
v

ff
u

ff
∂
∂

=′′
∂
∂

=′′ ,
uv
ff

vu
ff

∂∂
∂

=′′
∂∂

∂
=′′

2

21

2

12 ,  

   则   21
1 f
y

fy
x
v

v
f

x
u

u
f

x
z ′+′=

∂
∂
⋅

∂
∂

+
∂
∂
⋅

∂
∂

=
∂
∂

, 

x
f

yx
f

y
x
z

xx
z

∂
′∂

+
∂

′∂
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂ 21

2

2 1
,      

因为 
v
ff

u
ff

∂
∂

∂
∂

=′=′ 21 , 都是以u v, 为中间变量，以 yx, 为自

变量的函数；所以 
x
vf

x
uf

x
f

∂
∂′′+

∂
∂′′=

′
1211

1

∂
∂

1211
1 f
y

fy ′′+′′=  
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x
vf

x
uf

x
f

∂
∂′′+

∂
∂′′=

′
2221

2

∂
∂

2221
1 f
y

fy ′′+′′=  

将以上两式代入前式得:   f
y

ffy
x
z ′′+′′+′′=       

2221211
2

2

2 12
∂
∂ . 

注意：(1) 
v
ff

u
ff

∂
∂

∂
∂

=′=′ 21 , 都是以u v, 为中间变量，以 yx, 为自变量的函数； 

(2) 记号
( ) ( )

v
vuff

u
vuff

∂
∂

∂
∂ ,,,

21 =′=′ 的规定与使用。 

例 11.25 设 ),( vuf 是二元可微函数， ),(
y
x

x
yfz = ，则 =

∂
∂

−
∂
∂

y
zy

x
zx __________。 

例 11.26 设 θθ sin,cos),,( ryrxyxfu === ， f 可微，证明： 

2222 1
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

y
u

x
uu

rr
u

θ
 

例 11.27 设 f 可微，求偏导数： ),( 22 xyeyxfz −=  

(2)隐函数     

定义11.8 设F 是一个二元函数，对于方程  F x y( , ) = 0, 如果在区间( , )a b 中的所有的

x，都存在唯一的 y，使得( , )x y 满足上述方程, 即 )).,((  0))(,( baxxfxF ∈∀≡  则称

由方程F x y( , ) = 0 确定了 ),( ba 上的一个隐函数 )(xfy = 。 

   例如考察圆周C : 1=+ 22 yx ,显然,整个圆周既不能表示为 )(xfy = ,也不能表示为

)(yxx = .但是在点 )1,0( 的某个邻域中的那部分曲线可以表示为
2−1= xy ；在点 ),( 01

的某个邻域中的那部分曲线可以表示为
2−1= yx .   

定理11.11 隐函数存在性定理:设 ),( yxF 是
)1(C 类函数，即 ),( yxF 的两个偏导数都连

续， 0),( 00 =yxF ， 0),( 00 ≠
∂
∂ yx

y
F

，则存在 0, >δη ，使得 ),,( 00 ηη +−∈∀ xxx 存

在唯一的 ),( 00 δδ +−∈ yyy 满足 0),( =yxF 。这样定义的隐函数 )(xyy = 连续可微，

且 ( ) ( )( )
( )( )xyxF
xyxF

xy
y

x

,
,

′
′

−=′ 。 

 隐函数的另一种求导法：若函数 ( )xyy = , 由方程 ( ) 0, =yxF 确定，求导之函数？ 
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按隐函数定义有恒等式： 

( )( ) 0, ≡xyxF ⇒ ( )( ) 0, =xyxF
dx
d

， 

 ⇒ ( )( ) ( )( ) ( ) 0,, =′⋅′+′ xyxyxFxyxF yx ⇒ ( ) ( )( )
( )( )xyxF
xyxF

xy
y

x

,
,

′
′

−=′ 。 

从这是可见：函数 ( )xyy = 可导有一个必要条件是， ( ) 0, ≠′ yxFy . 

例 11.28 已知函数 y f x= ( )由方程 ( )  , , 22 bayxfbyax +=+ 是常数，求导函数。 

【解】方程 ( )  22 yxfbyax +=+ 两边对 x 求导， 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++′=+

dx
dyyxyxf

dx
dyba 22)( 22

 

)(2
)(2

22

22

yxfyb
ayxfx

dx
dy

+′−
−+′

=  

一般来说，若函数 ( )xyy = , 由方程 ( ) 0, =yxF 确定，求导之函数？ 

      将 y 看作是
n

xx ,...,
1

的函数 ( ) ),...,( 1 nxxyxyy == ,对于方程 

0)),...,(,,...,( 11 =nn xxyxxF  

两端分别关于
i

x 求偏导数得到，并解
ix

f
∂
∂

,可得到公式 :
( )
( )yxF

yxF
x
y

y

x

i

i

,
,

′

′
−=

∂
∂

 

例 11.29 设函数 y(z)yzxx ==   ),( 由方程组

⎩
⎨
⎧

=−−+
=−++

012
01

222

222

zyx
zyx

 确定， 求 

dz
dy

dz
dx   , .  

【解】   
12
1

222

222

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+=+

+−=+

zyx
zyx

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=+

−=+
⇒

z
dy
dzy

dx
dzx

z
dy
dzy

dx
dzx

242

222
解方程得： 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

dz
dy
dz
dx

= ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
−

xz
yz

xyz
z

xx
yy

xy 8
12

4
1

2
2

22
24

4
1

 

由此得到     
y
z

dz
dy

x
z

dz
dx 2,3 −== . 
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例 11.30 已知函数 ( )yxzz ,= 由参数方程:

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

uvz
vuy
vux

sin
cos

,给定，试求
y
z

x
z
∂
∂

∂
∂ , . 

【解】  这个问题涉及到复合函数微分法与隐函数微分法. yx, 是自变量, vu, 是中间变量

( vu, 是 yx, 的函数),    先由 z uv=  得到 

x
vu

x
uv

x
v

v
z

x
u

u
z

x
z

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

+=+=  

y
vu

y
uv

y
v

v
z

y
u

u
z

y
z

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

+=+=  

u v,  是由方程
⎩
⎨
⎧

=
=

),(
),(

yxvv
yxuu

的x y, 的隐函数，在这两个等式两端分别关于x y, 求偏导数， 

得 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

∂
∂+

∂
∂=

∂
∂−

∂
∂=

x
vvu

x
uv

x
vvu

x
uv

cossin0

sincos1
， 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

∂
∂+

∂
∂=

∂
∂−

∂
∂=

y
vvu

y
uv

y
vvu

y
uv

cossin1

sincos0
 

得到      
u

v
x
vv

y
u

u
u

x
vv

x
u cos,sin,sin,cos =

∂
∂

=
∂
∂−

=
∂
∂

=
∂
∂

 

将这个结果代入前面的式子, 得到 

vvv
x
vu

x
uv

x
z sincos −=−=

∂
∂

∂
∂

∂
∂

 

与        vvv
y
vu

y
uv

y
z cossin +=+=

∂
∂

∂
∂

∂
∂

 

例 11.31 隐函数函数 ),( yxuu = 由方程

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=

=

0),(
0),,(

),,,(

tzh
tzyg

tzyxfz
确定，求

y
u

x
u

∂
∂

∂
∂ ,  

【解】 函数关系分析:  5 (变量) − 3 (方程)=2(自变量);  

 一函 (u), 二自( x, y ), 二中( z, t ) 

x
f

x
u

∂
∂

=
∂
∂

,   
y
t

t
f

y
z

z
f

y
f

y
u

∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂

 

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
∂
∂

−

⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

∂
∂

∂
∂

−

∂
∂

−
∂
∂

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

=
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

∂
∂
∂
∂

−

0),(
),(

1

t
g

z
g

z
h

t
g

t
h

tz
hg

y
t
y
z

,  
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z
h

t
g

t
h

z
g

y
g

t
h

z
f

z
h

t
f

y
f

y
u

∂
∂

∂
∂

−
∂
∂

∂
∂

∂
∂

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

−
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂

. 

例 11.32 设函数 y(z)yzxx ==   ),( 由方程组

⎩
⎨
⎧

=−−+
=−++

012
01

222

222

zyx
zyx

 确定， 求
dz
dy

dz
dx   , . 

【解】

⎩
⎨
⎧

=−−+
=−++

012
01

222

222

zyx
zyx

，两边对 x 求导， 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−+

=++

0242

0222

dx
dzz

dz
dyyx

dx
dzz

dx
dyyx

,解线性方程， 

得      
y
z

dz
dy

x
z

dz
dx 2,3 −==  

11.8 二阶偏导数：  

例 11.33 求
zyxzyxf =),,( 的二阶偏导 

【解】
1−⋅=

∂
∂ zyz xy
x
f

， 

( )
2

1 1z zz y z yf y x y x
z x z z

− −∂ ∂ ∂
= ⋅ + ⋅

∂ ∂ ∂ ∂
 

1ln ln ln
z z

z
z y y zyy z x x x y y

x
−= ⋅ + ⋅ ⋅  

例 11.34
( )
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+

≠+
+

+
=

0,0

0,1sin
),(

22

22
22

22

yx

yx
yx

yx
yxf  的二阶偏导是否存在？ 

【解】当 022 ≠+ yx 时，  

( ) 22
22 1sin),(

yx
yxyxf

+
+= 是初等函数，二阶偏导存在； 

0)0,0()0,0( =
∂
∂

=
∂
∂

y
f

x
f

,当 022 ≠+ yx 时 

222222

1cos21sin2),(
yxyx

x
yx

xyx
x
f

++
−

+
=

∂
∂
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x
x
fx

x
f

x
f

x

)0,0()0,(
lim)0,0(

02

2
∂
∂

−
∂
∂

=
∂
∂

→
, 不存在。 

例11.35. 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+

≠+
+
−

=
00

0),(
22

22
22

22

yx

yx
yx
yxxyyxf , 

1)0,0(,1)0,0( 22

=
∂∂

∂
−=

∂∂
∂

yx
f

xy
f

 

定理11.12 若二阶混合偏导数 yx
f
∂∂

∂ 2

连续，则与求导次序无关, 

 即： xy
f

yx
f

∂∂
∂

=
∂∂

∂ 22

 

例 11.36 已知 2)(
)(

yx
ydydxayx

+
++

为某个二元函数的全微分,则 =a ( D      ) 

1. −A      0.B       1.C       2.D  

解题思路 令 dyyxQdxyxP ),(),( + , 为某个二元函数 ),( yxf 的全微分的必要条件是 

y
P

x
Q

∂
∂

=
∂
∂

. 可以按照这个条件确定a . 

例 11.37 ),( yxzz = 由
2222 azyx =++ 决定，求

yx
z
∂∂

∂ 2

． 

【解】 022 =
∂
∂

+
x
zzx ， 022 =

∂
∂

+
y
zzy  

z
y

y
z

z
x

x
z

−=
∂
∂

−=
∂
∂ , ;  =

∂
∂
⋅=

∂∂
∂

x
z

z
y

yx
z

2

2

3z
xy

−  

例11.38 ( ) ( )( )22 ,, xxxfxg ϕ= ，其中 

函数 f 于ϕ的二阶偏导数连续，求
( )
2

2

dx
xgd

 

例 11.39 设z f xy x
y

= ( , )， f 二阶连续可微，求 2

2

x
z

∂
∂

. 

【解】  记  
y
xvxyu == , ; 

v
ff

u
ff

∂
∂

=′
∂
∂

=′ 21 , , 
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2

2

222

2

11 ,
v

ff
u

ff
∂
∂

=′′
∂
∂

=′′ ,
uv
ff

vu
ff

∂∂
∂

=′′
∂∂

∂
=′′

2

21

2

12 ,  

则     21
1 f
y

fy
x
v

v
f

x
u

u
f

x
z ′+′=

∂
∂
⋅

∂
∂

+
∂
∂
⋅

∂
∂

=
∂
∂

, 

x
f

yx
fy

x
z

xx
z

∂
′∂

+
∂

′∂
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂ 21

2

2 1
 

因为 
v
ff

u
ff

∂
∂

∂
∂

=′=′ 21 , 都是以u v, 为中间变量，以 yx, 为自变量的函数，所以 

x
vf

x
uf

x
f

∂
∂′′+

∂
∂′′=

′
1211

1

∂
∂

1211
1 f
y

fy ′′+′′=  

x
vf

x
uf

x
f

∂
∂′′+

∂
∂′′=

′
2221

2

∂
∂

2221
1 f
y

fy ′′+′′=  

将以上两式代入前式得:   f
y

ffy
x
z ′′+′′+′′=       

2221211
2

2

2 12
∂
∂ . 

11.9 综合例题 

例 11.40 设 ),( yxzz = 二阶连续可微，并且满足方程 

02 2

22

2

2

=+
∂

+
y
zC

yx
zB

x
zA

∂
∂

∂
∂

∂
∂

,  若令 ,
⎩
⎨
⎧

+=
+=

yxv
yxu

β
α

  

试确定 βα , 为何值时能变原方程为 0
2

=
∂∂

∂
vu

z
. 

 【解】  将 yx, 看成自变量， vu, 看成中间变量，利用链式法则得 

z
vuv

z
u
z

x
v

v
z

x
u

u
z

x
z

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

 

z
vuv

z
u
z

y
v

v
z

y
u

u
z

y
z

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂ βαβα  

z
vuv

z
vu
z

u
z

v
z

u
z

xx
z 2

2

22

2

2

2

2

2 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂

+
∂∂

∂
+

∂
∂

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

 

2

2
2

2

2

2
2

2

2

2
v
z

vu
z

u
z

v
z

u
z

yy
z

∂
∂

+
∂∂

∂
+

∂
∂

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂ βαβαβα z

vu

2

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

+
∂
∂

= βα  

( ) 2

22

2

22

v
z

vu
z

u
z

v
z

u
z

xyx
z

∂
∂

+
∂∂

∂
++

∂
∂

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

=
∂∂

∂ ββααβα   

= z
vuvu
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

+
∂
∂

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

+
∂
∂ βα  
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由此可得,  2

22

2

2

20
y
zC

yx
zB

x
zA

∂
∂

∂
∂

∂
∂

+
∂

+= = 

 = ( ) ( )( ) +
∂∂

∂
++++

∂
∂

++
vu
zCBA

u
zCBA

2

2

2
2 22 αββααα ( ) 2

2
22

v
zCBA

∂
∂

++ ββ =0         

只要选取 βα , 使得  
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=++

=++

02
02

2

2

ββ

αα

CBA
CBA

, 可得  0
2

=
∂∂

∂
vu
z

. 

问题成为方程 02 2 =++ tCtBA 有两不同实根，即要求： 02 >− CAB . 

令 ACBB −+−= 2α , ACBB −−−= 2β ,即可。 

此时， 0
2

=
∂∂

∂
vu
z

⇒ 0
2

=
∂∂

∂
vu
z

⇒ 0=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

∂
∂

v
z

u
⇒ ( )v

v
z ϕ=
∂
∂

⇒ ( ) ( )ufdvvz += ∫ϕ .     

( ) ( ) ( ) ( )yxgyxfvgufz βα +++=+= . 

例 11.41 设
2),( Cyxu ∈ , 又 02

2

2

2

=
∂
∂

−
∂
∂

y
u

x
u

,  

xxxu =)2,( , 2
1( , 2 )u x x x′ = ,求 11( ,2 )u x x′′ , 12 ( , 2 )u x x′′   ( , 2 )yyu x x′′   

【解】    2
1( , 2 )u x x x′ = ,两边对 x 求导, 

 xxx
yx
uxx

x
u 22)2,()2,(

2

2

2

=⋅
∂∂

∂
+

∂
∂

.         (1) 

  xxxu =)2,( ,  两边对 x 求导, 

( ) ( ) 122,2, =⋅
∂
∂

+
∂
∂ xx

y
uxx

x
u

,  ( )
2

12,
2xxx

y
u −

=
∂
∂ .                  

两再边对 x 求导, xxx
y
uxx

yx
u

−=⋅
∂
∂

+
∂∂

∂ 2)2,()2,( 2

22

.              (2) 

由已知    ( ) ( ) 02,2, 2

2

2

2

=
∂
∂

−
∂
∂ xx

y
uxx

x
u

,                (3) 

(1), (2), (3) 联立可解得: 

( ) ( ) ( ) xxx
yx
uxxx

y
uxx

x
u

3
52,,

3
42,2,

2

2

2

2

2

=
∂∂

∂
−=

∂
∂

=
∂
∂
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例 11.42 设函数 ∫
+

−
+−++=

yx

yx
dttyxyxyxu )()()(),( ψϕϕ  

其中函数ϕ具有二阶导数ψ 具有一阶导数，则必有 

 (A) 2

2

2

2

y
u

x
u

∂
∂

−=
∂
∂

     (B) 2

2

2

2

y
u

x
u

∂
∂

=
∂
∂

 

(C) 2

22

y
u

yx
u

∂
∂

=
∂∂

∂
     (D) 2

22

x
u

yx
u

∂
∂

=
∂∂

∂
        [B] 

例 11.43 设有三元方程 1ln =+− xzeyzxy ，根据隐函数存在定理，存在点(0,1,1)的一个邻

域，在此邻域内该方程 

(A) 只能确定一个具有连续偏导数的隐函数 ),( yxzz = . 

(B) 可确定两个具有连续偏导数的隐函数 ),( zxyy = 和 ),( yxzz = . 

(C) 可确定两个具有连续偏导数的隐函数 ),( zyxx = 和 ),( yxzz = . 

(D) 可确定两个具有连续偏导数的隐函数 ),( zyxx = 和 ),( zxyy = .         [D] 

例 11.44 设二元函数 )1ln()1( yxxez yx +++= + ，则 =
)0,1(

dz dyeedx )2(2 ++ 。 

例 11.45 设函数 )(xyy = 由方程
yxey −= 1 确定，则

0=xdx
dy

= e−  

【解】当 0=x 时， 1=y ，又方程每一项对 yxeeyx yy ′−−=′,求导  

e
xe

eyexey
y
x

y

y

x
yy −=

+
−=′−=+′

=
=

=

1
00 1

)1(  

例 11.46 设函数 内具有二阶导数在 ),0()( +∞uf ， 

且 )( 22 yxfZ += 满足等式 0
2

2

2

2

=
∂
∂

+
∂
∂

y
z

x
z

。 

(Ⅰ) 验证 0
)(

)( =
′

+′′
u
uf

uf . 

(Ⅱ) 若 的表达式。求函数 )(1)1(,0)1( ufff =′= . 

例 11.47 设函数 )(uf 可微,且
2
1)0( =′f ,则 )4( 22 yxfz −=  

在点 )2,1( 处的全微分 dydxdz 24
)2,1(

−= 。 
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【解】利用一阶全微分形式不变性直接计算可得 

)4()4()( 2222 yxdyxfduufdz −⋅−′=′=  

)28()4( 22 ydyxdxyxf −⋅−′=  

)4()4(2 22 ydyxdxyxf −⋅−′=  

于是 dydxdydxfdz 24)24)(0(2
)2,1(

−=−′= . 

例 11.48 已知函数 )(uf 具有二阶导数，且 1)0( =′f ， 

函数 )(xyy = 由方程 11 =− −yxey 所确定， 

设 )sin(ln xyfz −= ，求

0
2

2

0

,
== xx dx

zd
dx
dz

。 

 


